Q12 - Analytische Geometrie - Ubungsblatt

Punkte, Geraden und Ebenen

Lagebziehung, Schnittpunkte, Schnittgeraden und Schnittwinkel

Aufgabe:
Gegeben sind die Punkte A(—1|1]|1), B(0|3|1), €(1]2]|2) und Q(—4|5|7).

Die Punkte A, B und C legen eine Ebene E fest.
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Die Ebene E wird durch die Gleichung PF(F): X = (5) +r. ( 3 ) +s- < 2 ) und die Gerade g durch
1 -1 1

0 -2
g:)_() = (—13) +u ( 9 ) mitr,s,u € R festgelegt.
-3 5

a) Gib die Ebene in Normalenform an.

b) Prife die gegenseitige Lage der Ebenen E und F. Bestimme gegebenenfalls die Schnittgerade s und
den Schnittwinkel « .

c) Prife die jeweils paarweise die gegenseitige Lage des Punktes Q(—4|5|7), der Ebene E und der
Geraden g.

d) Bestimme den Schnittwinkel zwischen der Geraden g und der Ebene E.

e) Bestimme den Abstand des Punktes Q von der Ebene E.

f) Berechne die senkrechte Projektion p der Geraden g in die Ebene E den Spiegelpunkt Q' von Q an
der Ebene E und den Flacheninhalt des Dreiecks A SQ'Q.

Losung:

a) Gib die Ebene E in Normalenform an.

/-1 1 2
PF(E):X=<1>+k-(2>+l-(1) mit k,1 € R
1 0 1
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=>NF(E):<1>° )?—<1>]=0
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:>KF(E) _le+xZ+3.X3_6=0




b) Prife die gegenseitige Lage der Ebenen E und F. Bestimme gegebenenfalls die
Schnittgerade s und den Schnittwinkel « .

Lagepriifung:
. 1-s
Setze ,,allgemeinen Ebenenpunkt von F* X = | 5+ 3r + 2s | in die Ebene E ein:
1—-r+s
—21-s)+(5+3r+2s)+3(-1—r+s)—6=0
—2+4+2s4+54+3r+2s+3—-3r+3s—6=0 = 75s=0 =|s=0
Ergebnis:

Der Einsetzvorgang priift, ob es gemeinsame Punkte zwischen beiden Ebenen gibt. Wir stellen fest,
dass die entstandene Gleichung fiir s = 0 wahre Aussage gibt und damit eine Losung existiert. Es
gibt also eine Schnittgerade!

Schnittgerade:
Die Schnittgerade erhalten wir durch Einsetzen von s = 0 in PF(F) :

. 1 0 -1 . 1 0
g X=[5])+r-{ 3 |+0-[ 2 =>s:X=[5]+u-| 3 mit 4 €ER
1 -1 1 1 -1
Schnittwinkel:

-2 0 -1 5
Winkel zw. den Normalenvektoren: ng = < 1 > und ng = ( 3 ) X ( 2 ) = (1)
3 -1 1 3
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Die beiden Ebenen stehen senkrecht aufeinander!




d)

Prife die jeweils paarweise die gegenseitige Lage des Punktes Q(—4|5|7), der Ebene E und der
Geraden g.

Liegt Qing? = Punktprobe von Q in g!

0 -2 —4
g:)? = <—13) +A- < 9 ) und einsetzen und 6 = ( 5 ) an die Stelle von X und A priifen:
-3 5 7

-4 0 -2 >1=-2
(5)=(-1)ea () 2225

Ergebnis: Der Punkt Q liegt auf der Geraden g!

Liegt Qin E? = Punktprobe von Q in E!
Einsetzen der Koordinaten des Punktes Q(—4|5|7) in die KF(E):

—2-(-4)+5+3-7—-6=0

28=0
= Einsetzen des Punktes Q in E fiihrt zum Widerspruch
= Qliegt nichtin E

Lage von g bzgl. E? = allgemeiner Geradenpunkt von g in E!
—2-(0-2)+(-134+91)+3-(-3+51)—-6=0

42 —-13+94-9+154-6=0
281—-28=0 >1=1

Ergebnis:

Der Einsetzvorgang prift, ob es gemeinsame Punkte zwischen Gerade und Ebene gibt. Wir stellen
fest, dass die entstandene Gleichung fiir A = 1 eine wahre Aussage liefert und damit genau eine
Losung existiert. Es gibt also einen Schnittpunkt S!

Schnittpunkt S bestimmen:
Den Schnittpunkt S erhalten wir durch Einsetzenvon A =1 ing:

=)o ()-(3) // AN

Bestimme den Schnittwinkel zwischen der Geraden g und der Ebene E:
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-1 5/\3 _ein—1 1449415 N o
a = sin —K_‘;Z)‘- <_12>‘ = sin <—{110}-J{£;_}> ~ 70,71 -
5 3 r a G-":




e)

f)

Bestimme den Abstand des Punktes Q von der Ebene E.

* Erstelle eine Lotgerade | zur Ebene E % / 9
* durch den Punkt Q mit Richtungsvektor 1z : “e
* Die Gerade | schneidet die Ebene Eim Punkt F /T%"E
* F heiBt auch LotfuBpunkt von Qin F / s/ ('er =
* Abstand von Q zu E: d(Q;E) = |Q7ﬂ /
. —4 -2
Lotgerade: I:X=|5|+7-| 1
7 3
l'in E: —2(-4-20)+G+1)+3(7+31)—6=0 >A=-2
. —4 -2 0
A==2inl: F=|5]+(=2)-|1]=(3 = F(0]3|1)
7 3 1
. 0 —4 —4
Abstandvon QzuE: d(Q;E) = |QF| = (3) - < 5 > = ‘(—2) =16 + 4+ 36 = 24/14
1 7 -6
Berechne die senkrechte Projektion p der Geraden g in die 3
Ebene E den Spiegelpunkt Q' von Q an der Ebene E und den a
Flicheninhalt vom Dreieck A SQ'Q. &t
“ S A/IIAH =

/ R
Nx 0‘

- =g E—d _2
Senkrechte Projektion: pX=S+0-SF=|—-4]|+o0-

— S _ . (4 —4 -12
Spiegelpunkt Q": Q'=Q+2-QF=<5>+2'<—2)=( 1 )
7 -6 -5

Fliche vom Dreieck ASQ'Q A =2 % |§1_5| . |§F| =




